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SUR LES ACTIONS SYMPLECTIQUES QUASI-PRIMITIVES
NGUIFFO B. BOYOM
UPRES A 5030
Abstract A transitive smooth action of a connected Lie group G on a man-
ifold M is called almost primitive (resp. primitive ) if G doesn’t contain any
proper subgroup ( resp. any proper normal subgroup) whose induced action
on M is transitive as well. The aim of the present work is to investigate some
combinatory properties of symplectic actions of completely solvable Lie groups.
Introduction Les varie´te´s en jeu ainsi que les objets conside´re´s sur ces
varie´te´s sont lisses. Une loi d’ope´ration transitive d’un groupe de Lie connexe G
sur une varie´te´M est dite quasi-primitive (resp. primitive) si G ne contient pas
de sous-groupe propre (resp. sous-groupe distingue´ propre) dont l’action induite
sur M est transitive. Ce travail est consacre´ a` quelques aspects combinatoires
des actions symplectiques des groupes de Lie connexes comple`tement re´solubles.
Si G est un groupe de Lie connexe comple`tement re´soluble on de´signe par F(G)
l’ensemble des suites de composition de G . Toute action symplectique tran-
sitive de G de´termine une application de F(G) dans un ensemble de graphes
( resp. diagrammes ) analogues de graphes (resp. diagrammes ) de DYNKIN
des groupes de Lie complexes semi-simples . Les caracte`res quasi-primitif ou
primitif de l’action symplectique correspondent a` des proprie`te´s particulie`res de
certains diagrammes. On peut y de´celer en particulier l’existence ou non de
feuilletage symplectique invariant par G ou celle de feuilletage Lagragien invari-
ant par G .
Ce travail a e´te´ motive´ par la conjecture des tores plats dont l’e´nonce´ est donne´
ci-dessous. Soit G un groupe de Lie connexe comple`tement re´soluble contenant
un re´seau cocompact Γ .
“Si la varie´te´ Γ\G admet une me´trique Kahle´rienne alors elle est diffe´omorphe
au tore plat.”
Cette conjecture est vraie si G est nilpotent. La premie`re de´monstration est due
conjointement a` C. BENSON et C. GORDON [BG1] . Une autre de´monstration
a e´te´ publie´e par Dusa McDUFF [McD1]. Ces deux de´monstrations utilisent
des proprie´te´s des groupes de Lie nilpotents qui n’ont pas leur analogue dans
les groupes de Lie re´solubles ge´ne´raux. Les outils de´ve´loppe´s dans ce travail
ont pour but de contourner cette difficulte´; ils sont utilise´s dans [NB6] pour
de´montrer une variante de la conjecture e´nonce´e ci-dessus et re´pondre a` d’autres
questions pose´es dans [BG2] .
L’auteur remercie le re´fe´re´ et un des e´diteurs de leur critiques et suggestions.
AMS classification.
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1. GRAPHES ET DIAGRAMMES DES 2-FORMES FERME´ES
Les groupes de Lie conside´re´s sont re´els, connexes et simplement connexes.
Soit G un tel groupe, on entendra par alge`bre de Lie du groupe de Lie G
l’espace vectoriel g constitue´ des champs de vecteurs tangents invariants par les
translations a` gauche et muni du crochet de Poisson des champs de vecteurs.
On de´signera par Ω2ℓ(G) l’espace vectoriel des 2-formes diffe´rentielles ferme´es
qui sont invariantes par les translations a` gauche.
1.1. Graphes d’une 2-forme ferme´e.
SoitG un groupe de Lie comple`tement re´soluble dont l’alge`bre de Lie est note´e g .
On de´signe par F(G) l’ensemble des suites de composition dans G . Un e´le´ment
F ∈ F(G) est une filtration de G par des sous-groupes Gk , ≤ k ≤ dimG , qui
jouissent des proprie´te´s suivantes
(i) dimGk = k;
(ii) Gk est un sous groupe distingue´ dans Gk+1
Une filtration F qui satisfait les proprie´te´s (i) et (ii) ci-dessus sera dite normale
lorsque chaque Gk est distingue´ dans G ; F est alors appele´ suite de Jordan-
Ho¨lder de G ; . Un groupe comple`tement re´soluble posse`de des suites de com-
positions normales et re´ciproquement l’existence d’une suite de composition
normale entraˆıne la comple`te re´solubilite´ .
On conside`re ω ∈ Ω2ℓ (G) et F ∈ F(G) ; soit ik : Gk → G l’homomorphisme
inclusion de Gk dans G et soit ωk = i
∗
kω . Si gk est l’alge`bre de Lie de Gk , on
note hk le sous-espace vectoriel des ξ ∈ gk solutions de i(ξ)ωk = 0 ; i(ξ) est le
produit inte´rieur par ξ .
Puisque ωk est ferme´e, hk est une sous-alge`bre de Lie de l’alge`bre de Lie gk .
On de´signera par Hk le sous-groupe de Lie connexe associe´ a` la sous-alge`bre
hk . On associe ainsi au couple (ω, F ) la famille des triplets [Gk, Hk, ωk] . Les
sous-groupes Gk , Hk sont ferme´s dans G , puisque ce dernier est simplement
connexe. De la comple`te re´solubilite´ de G , on de´duit l’existence de relation
d’inclusion entre les deux sous-groupes Hk et Hk+1 (voir [NB 4], [NB 5]). On a
donc ne´cessairement un des deux diagrammes commutatifs d’homomorphismes
de groupes de Lie suivants
(1)
Hk → Hk+1
↓ ↓
Gk → Gk+1 ,
(2)
Hk ← Hk+1
↓ ↓
Gk → Gk+1
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Naturellement les fle`ches sont des homomorphismes inclusion.
On de´signe par Mk le quotient Gk/Hk des classes a` droite modulo Hk des
e´le´ments de Gk ; Mk he´rite de [Gk, Hk, ωk] d’une 2-forme symplectique qu’on
notera encore ωk . Naturellement (Mk, ωk) est une varie´te´ symplectique ho-
moge`ne sous l’action a` gauche de Gk . Lorsque Hk est inclu dans Hk+1 , le sous-
groupe Gk ope`re transitivement dans (Mk+1, ωk+1) , de sorte que (Mk, ωk) =
(Mk+1, ωk+1) , (voir [NB 1] Lemme 1.1) On a par conse´quent le diagramme
commutatif suivant
(3)
Hk → Hk+1
↓ ↓
Gk → Gk+1
↓ π ↓
Mk → Mk+1
Dans le diagramme (3) ci-dessus l’application diffe´rentiable π est la projection
canonique de Gk sur Gk/Hk et la fle`che Mk → Mk+1 est un diffe´omorphisme
symplectique . Lorsque le sous-groupe Hk+1 est inclu dans le sous-groupe Hk ,
Hk+1 est distingue´ dans Hk et sa codimension ibidem vaut 1. La relation entre
Mk et Mk+1 s’exprime en terme de re´duction de phase suivant J. MARSDEN
et WEINSTEIN, [MW]. Plus pre´cisement on a le re´sultat suivant
Proposition 1.1.1. Les notations sont celles du diagramme (2), Hk+1 est
inclu dans Hk. Alors la varie´te´ symplectique (Mk, ωk) est une re´duite de la
varie´te´ symplectique (Mk+1, ωk+1) sous une action hamiltonienne de IR dans
(Mk+1, ωk+1)
On donnera une de´monstration comple`te de cette proposition a` la sous-section
. En voici cependant une esquisse.
Soit ζ ∈ hk tel queHk est produit semi-direct du sous-groupe a` un parame`tre
{exptζ/t ∈ IR} par Hk+1 . Puisque les groupes en jeu sont tous simplement
connexes, l’action de {exptζ/t ∈ IR} dans (Mk+1, ωk+1) est hamiltonienne sans
point fixe. On pose ζ¯(x) = d
dt
((exptζ)(x))|t=0 .
Le sous-groupeHk+1 e´tant connexe, on fixe une primitive fζ de la 1-forme ferme´e
i
(
ζ˜
)
ωk+1 ou` i
(
ζ˜
)
est le produit inte´rieur par le champ des vecteurs ζ˜ . La
fonction f : Mk+1 7→ [hk/hk+1]∗ de´finie par (x, ζ) 7→ fζ(x) est une application
moment de l’action de {exptζ/t ∈ IR} dans (Mk+1, ωk+1) . On verra plus loin
que (Mk, ωk) est une varie´te´ re´duite de cette action hamiltonienne .
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On de´duit de la proposition 1.1.1. ci-dessus le diagramme commutatif
(4)
Hk ← Hk+1
↓ ↓
Gk → Gk+1
↓ ↓ π
Mk
i
→ (Mk+1, ωk+1)
π ↓
(Mk, ωk) ·
dans lequel Mk est l’espace homoge`ne Gk/Hk+1 .
Les formes symplectiques ωk et ωk+1 sont lie´es par l’e´galite´
(5) i∗wk+1 = π
∗wk
On voit que dans le cas ci-dessus il n’y a pas de “relation d’incidence” directe
entre Mk+1 et Mk , [NB 5] . On peut ainsi ree´crire (4) sous la forme
(4′)
Hk ← Hk+1
↓ ↓
Gk → Gk+1
↓ π ↓ π
Mk
mw
← Mk+1
ou` la fle`che mw est la re´duction symplectique de MARSDEN-WEINSTEIN (voir
Proposition 1.1.1).
De´finition 1.1.2. Le graphe associe´ au couple (ω, F ) ∈ Ω2ℓ(G) × F(G) est
le graphe dont l’ensemble S des sommets est constitue´ des Hk , Gk , Mk et
dont l’ensemble A des arreˆtes est constitue´ des relations d’inclusion entre les
sommets, [suivant (1), (2)] et des projections π [suivant (3) et (4’)].
Compte tenu des conventions adopte´es ci-dessus, la portion du graphe associe´
a` (ω, F ) ∈ Ω2ℓ(G)×F(G) qui porte les sommets Hk−1, Hk et Hk+1 est une des
quatre configurations suivantes
(I)
Hk−1 ← Hk ← Hk+1
↓ ↓ ↓
Gk−1 → Gk → Gk+1
↓ ↓ ↓
Mk−1
mw
← Mk
mw
← Mk+1
; (II)
Hk−1 → Hk → Hk+1
↓ ↓ ↓
Gk−1 → Gk → Gk+1
↓ ↓ ↓
Mk−1 → Mk → Mk+1
;
(6)
(III)
Hk−1 → Hk ← Hk+1
↓ ↓ ↓
Gk−1 → Gk → Gk+1
↓ ↓ ↓
Mk+1 → Mk
mw
← Mk
; (IV)
Hk−1 ← Hk → Hk+1
↓ ↓ ↓
Gk−1 → Gk → Gk+1
↓ ↓ ↓
Mk−1
mw
← Mk → Mk+1 .
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On va introduire des notions dont la signification ge´ome´trique est donne´e dans
les sous-sections suivantes.
De´finitions 1.1.3. (a) Dans les configurations (I) et (II) ci-dessus le sommet
Hk est dit respectivement re´gulier non re´ductible et re´gulier re´ductible. (b) Dans
les configurations (III) et (IV) le sommet Hk est dit respectivement singulier
attractif et singulier re´pulsif .
Exemple 1. Soit G l’espace vectoriel de base c,b,a v,u. On munit G du
crochet suivant:[a, b] = [u, c] = [v, c] = c, [u, a] = a; [v, b] = b; les crochets non
explicite´s e´tant nuls. On de´signe par c∗, b∗, a∗, v∗, u∗ la base duale de c,b,a v,u
et par F (G) le drapeau de´fini par c,b,a v,u et par G le groupe de Lie connexe
et simplement connexe dont l’alge`bre de Lie est G.
Conside´rons la 2-forme diffe´rentielle invariante a` gauche ω = a∗ ∧ v∗+ b∗ ∧u∗+
v∗ ∧u∗; cette forme est ferme´e et son noyau est engendre´ par c . Le sous-espace
vect(a, b, c, v) est en fait une sous-alge`bre de Lie de G ; on de´signe par G4 le
sous-groupe de Lie connexe du groupe G associe´ a` vect(a, b, c, v) . La restriction
a` G4 de ω est la 2-forme ω4 = a
∗ ∧ v∗. Le noyau de ω4 est la sous-alge`bre de Lie
vect(c, b). On note G3 le sous-groupe de Lie connexe associe´ a` la sous-alge`bre
de Lie vect(c, b, a), la restriction a` G3 de ω est nulle. On indexe comme il suit
les sous-alge`bres de Lie de´crites ci-dessus :
H5 = vect(c), H4 = vect(c, b), H3 = vect(c, b, a) = G3
Le couple (ω, F (G)) donne lieu au diagramme suivant:
H3 ← H4 ← H5
↓ ↓ ↓
G3 → G4 → G5
↓ ↓
M4
mw
← M5
.
Exemple 2. On conside`re l’espace vectoriel vect(a, b, c, u) muni du crochet
suivant: [u, c] = −c, [u, b] = b; [u, a] = a; les autres crochets sont nuls;c∗, b∗, a∗, u∗
est la base duale de c,b,a,u . Soit ω = c∗∧b∗ et soit G le groupe de Lie connexe
et simplement connexe d’alge`bre de Lie G = vect(c, b, a, u); ω de´finit dans G un
drapeau qui donne lieu au diagramme
H2 → H3 → H4
↓ ↓ ↓
G2 → G3 → G4
1.2. DIAGRAMMES PONDE´RE´S DES 2-FORMES.
Avant de continuer on va fixer quelques conventions. Il est facile de voir que si
deux sommets conse´cutifs Hk et Hk+1 sont re´guliers alors ils sont re´guliers de
meˆme type (viz non re´ductible ou re´ductible). Cette remarque conduit a` con-
tracter les diagrammes en munissant l’arreˆte joignant deux sommets re´guliers
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conse´cutifs d’un indice, e.g. S S(m) , pour signifier qu’il y a m + 1 sommets
re´guliers conse´cutifs de type (S). Cela est commode quand on a l’intention,
comme nous nous proposons de faire, d’associer a` chaque graphe oriente´ l’analogue
de diagramme de Dynkin pour les syste`mes des racines, [B].
Soit (ω, F ) ∈ Ω2ℓ (G) ×F(G) . Notons gr(ω, F ) le graphe oriente´ associe´ au
couple (ω, F ) . On conside`re maintenant le diagramme d(w,F ) dont les sommets
Sk ont pour coordonne´es les couples (Gk, Hk) . On convient de relier les deux
sommets conse´cutifs Sk et Sk+1 par deux arreˆtes oriente´es exprimant les rela-
tions d’inclusion ad hoc; on notera que dans les diagrammes commutatifs (5)
et (6) la fle`che joignant Hk a` Hk−1 (respectivement a` Hk+1) et celle joignant
Mk a`Mk−1 (respectivementMk+1) ont la meˆme orientation. Ainsi compte te´nu
de notre convention de contraction des diagrammes les configurations (I), (II),
(III) et (IV) donnent lieu aux quatre diagrammes suivants
(I)
Sk−1
O ←→
Sk
O ←→
Sk+1
O ; (II) O→→
Sk
O →→O ;
(III) O→→
Sk
O ←→O ; (IV) O
←
→
Sk
O →→O .
On peut convenir de joindre Sk−1 a` Sk par une ou deux arreˆtes suivant que l’on
a Hk−1 ⊂ Hk ou Hk ⊂ Hk−1 , de sorte que les diagrammes ci-dessus deviennent
les suivantes
(7)
(I) O←→
Sk
O ←→O ; (II) O→
Sk
O → O ;
(III) O→
Sk
O ←→O ; (IV) O
←
→
Sk
O → O .
On voit que les sommets Sk des configurations (I) et (II) sont re´guliers dans le
sens e´vident qu’il y a autant d’arreˆtes d’origine Sk que celles d’extre´mite´s Sk .
En contraste il y a plus d’arreˆtes d’origine Sk (resp. d’extre´mite´ Sk) que celles
d’extre´mite´ Sk (resp. d’origine Sk) dans le cas (III) (resp. (IV)).
Poids des sommets. On va attacher au sommet Sk = (Hk, Gk) le poids pk =
p (Sk) =
dimHk
codim Hk+1
= dimHkdimMk+1 . La notion de poids est lie´e a` des proprie´te´s
ge´ome´triques de (ω, F ) ; on y reviendra dans les nume´ros suivants.
1.3. Connexite´ et simplicite´ des diagrammes ponde´re´s.
Soit ω ∈ Ω2ℓ(G) . Soit g l’alge`bre de Lie du groupe de Lie G et soit h la sous-
alge`bre de Lie de g qui engendre le noyau de la 2-forme diffe´rentielle ω . Si le
groupe de Lie G est nilpotent, alors il existe dans G un sous-groupe de Lie G de
dimension = dimH + 12 codim H jouissant des deux proprie´te´s suivantes
(a) H ⊂ G ; (b) i∗ω = 0
ou` i est l’homomorphisme inclusion de G dans G ; le the´orm`e 1.4.1 donnera entre
autres un analogue re´soluble de cette proprie´te´. Naturellement par passage a`
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la varie´te´ quotient M = G/H on obtient la varie´te´ symplectique note´e (M,ω)
et la sous-varie´te´ L = G/H co¨ıncide avec la feuille passant par xo = π(H) d’un
feuilletage lagrangien F invariant par l’action de G dans G/H . Il existe une
suite de composition F ∈ F(G) contenant H et G , de sorte que le diagramme
ponde´re´ d(ω, F ) associe´ a` gr(ω, F ) a une des formes suivantes
(i)
S S′
O → O ←→ O → O
(m) (n)
(ii)
S
O → O ←→ O
(m) (n)
Les pre´sentations (i) et (ii) ci-dessus ayant les signification convenues au
nume´ro 1.2 en d’autres termes l’indice (m) (respectivement (n)) signifie qu’on
a m+1 sommets conse´cutifs lie´s comme indique´ ci-dessus. On peut re´sumer (i)
et (ii) sous la forme de
Proposition 1.3.1. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe, pour toute
2-forme ferme´e ω ∈ Ω2ℓ(G) , il existe F ∈ F(G) tel que d(ω, F ) posse`de au plus
deux sommets singuliers. Lorsque d(ω, F ) posse`de un seul sommet singulier,
celui-ci est attractif .
Cette proposition 1.3.1 permet une bonne compre´hension des graphes des 2-
formes ferme´es ω ∈ ω2ℓ (G) quand G est comple`tement re´soluble.
Il faut pour cela reformuler le lemme 1.1.1 de [NB 1] de la fac¸on qui suit.
Proposition 1.3.2. Soit G un groupe de Lie comple`tement re´soluble non
nilpotent. Soit ω ∈ Ω2ℓ(G) une 2-forme non nulle. On note H le sous-groupe de
Lie connexe dont l’alge`bre de Lie h engendre le noyau de ω . Si h est non nulle,
alors les affirmations suivantes sont e´quivalentes.
(a1) Le seul sous-groupe distingue´ de G qui contient H est G lui-meˆme.
(a2) Le sous-groupe des commutations DG ope`re transitivement dans G/H
Esquisse de de´monstration. L’e´quivalence de (a1) et (a2) se de´duit aise´ment
de la commutativite´ du diagramme suivant
H ∩ DG →֒ DF → DG/H ∩ DG
↓ ↓ ↓
H →֒ G → G/H
↓ ↓ ↓
H/H ∩ DG →֒ G/DG → A
dont les trois colonnes ainsi que les trois lignes sont les fibrations diffe´rentiables
.
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On se propose avant d’avancer de tirer des propositions 1.3.1 et 1.3.2 des in-
formations concernant le nombre et les natures des sommets singuliers des dia-
grammes ponde´re´s d(ω, F ) quand G est comple`tement re´soluble non nilpotent.
En effet, il re´sulte de la proposition 1.3.2. que pour toute 2-forme ω ∈ Ω2ℓ(G)
il existe une filtration F de G par des sous-groupes Gk telle que le diagramme
ponde´re´ d(ω, F ) a une des deux formes qui suivent
O→ O←→O→ O←→O→ O ,
O→ O←→O→ O←→O .
On verra que des difficulte´s de compre´hension des dynamiques symplectiques de
la varie´te´ symplectique (M,ω) de´duite de ω ∈ Ω2ℓ(G) , certaines sont lie´es a` la
nature et au nombre des sommets singuliers des diagrammes ponde´re´s d(ω, F ) .
Il en est ainsi par exemple quand on est inte´resse´ par l’existence des feuilletages
lagrangiens invariants par un groupe des diffe´omorphismes symplectiques de
(M,ω) .
On observe enfin qu’un sommet singulier de poids nul est ne´cessairement re´pulsif
. Il va de soit qu’un sommet de poids nul est singulier re´pulsif .
Les conside´rations et observations ci-dessus motivent les de´finitions qui suiv-
ent.
De´finitions 1.3.3. (a) Un diagramme ponde´re´ d(ω, F ) est dit connexe s’il ne
posse`de pas de sommet singulier de poids nul .
(b) Un diagramme ponde´re´ d(ω, F ) est semi-nilpotent si ses sommets singuliers
de poids nul sont nilpotents .
De la de´finition 1.3.3. re´sulte que tout diagramme ponde´re´ d(ω, F ) est re´union
de ses composantes connexes. Naturellement deux composantes connexes dis-
tinctes ont au plus un sommet commun qui est de poid nul . Par analogie a` la
the´orie des racines des groupes de Lie semi-simples complexes on va poser.
De´finition 1.3.4. Un diagramme ponde´re´ d(ω, F ) est dit simple s’il est connexe
et ne posse`de pas de sommet re´pulsif .
Il revient au meˆme de dire que d(ω, F ) est simple s’il posse`de un seul sommet
singulier. Ce dernier est alors ne´cessairement attractif. Un tel diagramme simple
a donc la forme suivante .
O→ O←→O .
Pour illustrer les notions qui viennent d’eˆtre introduites a` l’aide de quelques
exemples, la de´finition qui suit sera utile
De´finitions 1.3.5. (a) Un diagramme ponde´re´ d(ω, F ) dont les sommets sin-
guliers de poids nul sont distingue´s dans G est dit semi-normal.
(b) Un diagramme ponde´re´ semi-normal dont les compossantes connexes sont
simples est dit semi-simple .
8
Un diagramme ponde´re´ semi-simple a la forme suivante
O → O ←→ O · · · O → O ←→ O
(m1) (n1) (mℓ) (nℓ)
ou` les pointille´s repre´sentemt les diagrammes simples ponde´re´s
O → O ←→ O .
Bien entendu les sommets singuliers re´pulsifs sont de poids nul .
1.4. Des exemples.
Exemple 1. On note G =

A =


α u v
0 α2 w
0 0 α3

 , (α, u, v, w) ∈ IR>0 × IR3

 .
On note A(α, u, v, w) les e´le´ments de G .
Soit ω = 2dα ∧ dv − du ∧ dw. On va filtrer G par les sous-groupes
G1 = {A(α, u, v, w)/α = 1, u = w = 0};G2 = {A(α, u, v, w)/α = 1, u = 0};G3 = {A(α, u, v, w)/α = 1} .
On voit aise´ment que
H1 = G1, H2 = G2 et H3 = {A(1, u, 0, 0)} .
Le diagramme associe´ a` la filtration ci-dessus est
O →
(2)
O ←→
(1)
O .
C’est un diagramme simple.
Exemple 2. On conserveG et ω de l’exemple 1. On filtreG par les sous-groupes
suivants
G1 = {A(α, u, v, w)/u = v = w = 0};G2 = {A(α, u, v, w)/u = v = 0};G3 = {A(α, u, v, w)/u = 0} .
On a alors H1 = G1;H2 = {A(1, 0, 0, 0)};H3 = {A(1, 0, v, 0)} .
Le diagramme correspondant a` cette filtration est
O→ O←→
S2
O → O←→O .
Le sommet S2 = (H2, G2) est de poids nul ; d(ω, F ) n’est donc pas connexe. Il
a deux composantes simples et le sommet singulier S2 est distingue´ ; d(ω, F )
est semi-simple.
Exemple 3. Soit G le groupe de Lie connexe des matrices re´elles 5 × 5 dont
l’alge`bre de Lie g est l’espace des matrices
X(z, y, x, u, v) =


2u x+ v −y −2z −y
0 u v −y −x
0 0 u −x− v u
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 .
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Notons (e5, e4, e3, e2, e1) la base canoniquement associe´e aux coordonne´es (z, y, x, u, v)
et (θ5, θ4, θ3, θ2, θ1) la base duale. On conside`re la 2-forme ω = dθ5 . On pose
X(z, y, x, u, v) = ze5 + ye4 + xe3 + ue2 + ve1 . On a alors
ω(X(z, y, x, u, v), X(z′, y′, x′, u′, v′)) = xy′ − x′y + 2(uz′ − u′z) + vy′ − v′y .
Le noyau de ω est engendre´ par la sous-alge`bre de g de´finie par
z = y = u = 0 , x+ v = 0 .
On va filtrer l’alge`bre de Lie g du groupe G par les sous-alge`bres suivantes
F : = g(0, 0, x, 0,−x) ⊂ g(z, 0, x, 0,−x) ⊂ g(z, 0, x, 0, v) ⊂ g(z, y, x, 0, v) ⊂ g .
Les notations ci-dessus ne pre´tant pas a` ambiguite´, puisque
g(0, 0, x, 0,−x) = {X(0, 0, x, 0,−x)/x ∈ IR} .
Le noyau de ω est engendre´ par g(0, 0, x, 0,−x) . On voit que le noyau de la
restriction ω(z, y, x, 0, v) = ω|g(z,y,x,x,0,v) est g(z, 0, x, 0,−x) .
Le diagramme d(ω, F ) est simple et a la forme suivante
O →
(2)
S5
O ←→O .
On conserve G et ω comme ci-dessus, puis on filtre g par les sous-alge`bres
comme ci-dessous
F : = g(z, 0, 0, 0, 0) ⊂ g(z, y, 0, 0, 0) ⊂ g(z, y, x, 0, 0) ⊂ g(z, y, x, u, 0) ⊂ g .
La restriction a` g(z, y, x, u, 0) de ω est alors re´gulie`re et le noyau de ω(z, y, x, 0, 0)
est g(z, 0, 0, 0, 0) . Le diagramme d(ω, F ) est
O→ O←→
S4
O → O .
On peut avoir un diagramme connexe non semi-simple en filtrant g comme ci-
dessous
F : = g(0, y, 0, u, 0) ⊂ g(z, y, 0, 0, 0) ⊂ g(z, y, 0, u, 0) ⊂ g(z, y, x, u,−x) ⊂ g .
Le noyau de ω(z, u, x, u,−x) est g(0, y, x, 0,−x) ; le noyau de ω(z, y, 0, u, 0) est
g(0, y, 0, 0, 0) . On a visiblement ω(z, y, 0, 0, 0) = 0 . Le diagramme d(ω, F ) est
le suivant
O→ O←→O→ O←→O ,
Ce diagramme est connexe mais non semi-simple .
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On voit qu’a` divers choix de F ∈ F(G) correspondent des diagrammes de
types diffe´rents. On donnera des significations ge´ome´triques aux configurations
inte´ressantes.
Nous allons e´tablir un re´sultat qui joue un roˆle utile dans la dynamique des
varie´ts Ka¨hle´riennes compactes.
1.4. Re´duction des diagrammes semi-nilpotents.
Soit G un groupe de Lie comple`tement re´soluble. Notre objectif est la
recherche des possibilite´s d’avoir pour une forme ferme´e ω ∈ Ω2ℓ (G) un dia-
gramme simple.
The´ore`me 1.4.1. Soit G un groupe de Lie comple`tement re´soluble. Soit
ω ∈ Ω2ℓ(G) . Si ω posse`de un diagramme ponde´re´ semi-simple et semi-nilpotent
d(ω, F ) , alors on peut “de´former” F en une filtration F0 tel que d (ω, F0) est
un diagramme simple
O→ O←→O .
De´monstration. D’apre`s l’hypothe`se ω posse`de un diagramme semi-simple d(ω, F )
de la forme
O → O ←→ O → O ←→ O · · · O → O ←→ O
(m1) (n1) (m2) (n2) (mℓ) (nℓ)
Les sommets singuliers re´pulsifs e´tant distingue´s et nilpotents. Soit 2n le
rang de ω et soit 2n + ℓ la dimension de G . Soit g l’alge`bre de Lie du groupe
de Lie G . Notons comme auparavant h la sous-alge`bre de Lie de g qui engendre
le noyau de ω , la dimension de h est e´gale a` ℓ . Soit H le sous-groupe de Lie
connexe associe´ a` h .
Il s’agit de montrer qu’il existe une filtration de G par les sous-groupes Gk dont
celui de dimension n+ ℓ , viz Gn+ℓ , jouit des deux proprie´te´s suivantes
(p1) H ⊂ Gn+ℓ;
(p2) i∗n+ℓω = 0.
On part du diagramme semi-simple semi-nilpotent ci-dessus, soit
O → O ←→ O · · · O → O ←→ O
(m1) (n1) (mℓ) (nℓ)
On peut supposer sans perte de ge´ne´ralite´ que d(ω, F ) a seulement deux
composantes connexes simples. Cette restriction est le´gitime en vertu des propo-
sitions 1.3.1 et 1.3.2. Le diagramme ponde´re´ d(ω, F ) est de´sormais suppose´ eˆtre
le suivant
S′ S S
′′
O → O ←→ O → O ←→ O
(m1) (n1) (m2) (n2)
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dans lequel l’unique sommet singulier re´pulsif S est de poids nul ; il a pour
coordonne´es le couple (G2m, {e}) ou` G2m est un sous-groupe distingue´ nilpotent
du groupe G, e e´tant l’e´le´ment neutre de G .
Naturellement la 2-forme ω2m = i
∗
2mω est symplectique dans G2m . Il en re´sulte
que G est produit semi-direct G = G2m ×| Go ou` Go est un sous-groupe de G
de dimension 2(n−m) + ℓ ; Go est l’“orthogonal” de G2m relativement a` ω . Il
resulte de la de´composition en produit semi-direct
G = G2m×|Go
que la forme ω se de´compose en deux termes
ω = ω2m + ω
o
ou` ωo est la restriciton a` Go de ω et ω2m est la restriction a` G2m de ω
Le sommet singulier S′′ correspond (pour la filtration F en jeu) a` un sous-groupe
Gn+2m+ℓ dans G . Du point de vue du produit semi-direct G = G2m ×| Go , le
sous-groupe Gn+2m+ℓ a la forme
Gn+2m+ℓ = G2m×|Gon−m+ℓ
ou` le sous-groupe Gon−m+ℓ de G
o satisfait les deux conditions suivantes
(c1) H ⊂ G◦n−m+ℓ;
(c2) i∗n−m+ℓω
◦ = 0.
Nous sommes maintenant en mesure de construire une filtration Fo telle que
d (ω, Fo) soit simple. Il suffit pour cela de de´montrer le Lemme qui suit.
Lemme 1.4.2. Le sous-groupe G2m posse`de une filtration F˜ (G2m) = G1 ⊂
Gk · ·· jouissant des proprie´te´s suivantes
(i) chaque Gk est stable par les automorphismes inte´rieurs de G de´termine´s par
les e´le´ments de Go .
(ii) i∗mω2m = 0 , ou` im est l’homomorphisme inclusion de Gm dans G2m .
De´monstration du Lemme 1.4.2. Soit gm l’alge`bre de Lie du sous-groupe G2m
et soit go celle du sous-groupe de Lie Go . L’alge`bre de Lie g de G est produit
semi-direct de go par g2m . Notons a la sous-alge`bre de Lie de g
o qui correspond
au sous-groupe de Lie Gon−m+ℓ .
1e`re Etape. On observe que le noyau de la restriction de ω a` g2m × a est a .
On fixe un ide´al de codimension 1, g2m−1 , dans g2m astreint a` ve´rifier la condi-
tion [go, g2m−1] ⊂ g2m−1 .
Un tel ide´al existe parceque G est comple`tement re´soluble d’une part, et d’autre
part toute sous-alge`bre de codimension 1 dans g2m est un ide´al de g2m .
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Notons ω2m−1 la restriction a` g2m−1 de ω2m , le noyau de ω2m−1 est de dimension
1, notons h1 ce noyau. Puisque g
o agit dans (g2m, ω2m) comme sous-alge`bre de
sp (ω2m) on a ne´cessairement
[go, h1] ⊂ h1 .
Naturellement le noyau de la restriction a` g2m−1 × a de ω est la sous-alge`bre
h1 × a . Il de´coule de l’inclusion
[go, h1] ⊂ h1
que l’on a aussi
(8) [go, nor(h1)] ⊂ nor(h1)
ou` nor (h1) est le normalisateur de h1 dans g2m−1 .
On de´duit de (8) l’existence d’une sous-alge`bre de codimension 1 dans g2m−1 ,
soit g2m−2 , qui ve´rifie les conditions
h1 ⊂ g2m−2 et [go, g2m−2] ⊂ g2m−2 .
L’existence de g2m−2 re´sulte entre autres de la nilpotence de g2m−1 .
Le noyau de la restriction a` g2m−2 de ω2m−1 est de dimension 2 ; notons ce
noyau h2 . On a comme ci-dessus les inclusions
[go, h2] ⊂ h2,
[go, nor (h2)] ⊂ nor (h2)
ou` nor (h2) est le normalisateur de h2 dans g2m−2 .
Le noyau de la restriction a` g2m−2 × a de ω est la sous-alge`bre h2 × a . Bien
e´videmment on a de nouveau l’existence d’une sous-alge`bre de Lie de codimen-
sion 1 dans g2m−2 , soit g2m−3 qui contient h2 et ve´rifie
[go, g2m−3] ⊂ g2m−3
On ite`re mutatis mutandis la proce´dure ainsi mise au point pour obtenir les
deux suites croissantes
gm ⊂ gm+1 ⊂ · · · ⊂ g2m−j ⊂ · · · ⊂ g2m , 1 ≤ j ≤ m;
h1 ⊂ h2 ⊂ · · · ⊂ hj ⊂ · · · ⊂ hm .
Les termes de ces suites sont lie´s par les relations ci-dessous
(i) hj ⊂ g2m−j pour 1 ≤ j ≤ m
(ii) [go, hj] ⊂ hj .
(9) (iii) kerω2m−j = hj .
(iv) [go, gm−j] ⊂ g2m−j.
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(v) ω(hj × a, hj × a) = 0.
On observe en particulier que pour j = m on a
ω (gm × a, gm × a) = 0 .
2e`me Etape. Notons G2m−j et Hj les sous-groupes de Lie connexes de´termine´s
par les sous-alge`bres de Lie g2m−j et hj respectivement. Ces sous-groupes con-
tenus dans G2m sont stables par les automorphismes inte´rieurs de G de´finis par
les e´le´ments de Go .
Cela re´sulte des relations (8). Cela ache`ve la preuve du Lemme 1.4.2 .
Fin de la de´monstration du the´ore`me 1.4.1.
A partir des relations (8) on de´duit les relations d’inclusions e´videntes suiv-
antes
(10) Gon−m+ℓ ⊂ Hj ×Gon−m+ℓ ⊂ G2m−j ×Gon−m+ℓ ⊂ G2m ×Gon−m+ℓ .
D’un autre coˆte´ la filtration originelle F vue sous la forme des produits semi-
directs he´rite´s de G = G2m ×Go prend la forme qui suit
(11) G2m ⊂ G2m ×Go1 ⊂ · · ·G2m ×Gon−m+ℓ ⊂ · · ·G2m ×Go .
Dans (10) Goℓ n’est pas autre chose que le sous-groupe H dont l’alge`bre de Lie
engendre le noyau de ω .
On de´duit des relations (10) et (11) la filtration Fo(G) suivante
(12)
Go1 ⊂ · · ·Gon−m+ℓ ⊂ H1 ×Gon−m+ℓ ⊂ · · ·Hm ×Gon−m+ℓ · · · ⊂
G2m ×Gon−m+ℓ ⊂ G2m ×Gon−m+ℓ+1 · · · ⊂ G2m ×Gon−m+ℓ+k ⊂ · · ·G2m ×Go .
Pour voir que le diagramme ponde´re´ associe´ a` (11) est simple, il faut s’assurer
que le graphe oriente´ qui lui est associe´ ne posse`de qu’un seul sommet singulier,
qui est ne´cessairement attractif.
En fait on a les diagrammes commutatifs suivants
(13)
Hj+1 ×Gon−m+ℓ ← Hj ×Gon−m+ℓ
↓ ↓
G2m−j−1 ×Gon−m+ℓ →֒ G2m−j ×Gon−m+ℓ
pour 0 ≤ j ≤ m avec Hm = Gm ; et
(14)
Gon−m+ℓ−k+1 ← Gon−m+ℓ−k
↓ ↓
G2m ×Gon−m+ℓ+k−1 →֒ G2m ×Gon−m+ℓ+k
pour 1 ≤ k ≤ n − m. Dans les diagrammes (13) et (14) les fle`ches sont des
homomorphismes inclusions. Le graphe oriente´ associe´ a` (12) a donc un seul
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sommet singulier qui est Hm×Gn−m+ℓ ; voici la portion du graphe d (ω, F0) qui
porte ce sommet singulier
→ Hm−1 ×Gon−m+ℓ → Hm ×Gon−m+ℓ ← Hm−1 ×Gon−m+ℓ ←
↓ ↓ ↓
→ Hm−1 ×Gon−m+ℓ → Gm ×Gon−m+ℓ → Gm+1 ×Gon−m+ℓ →
.
Le diagramme (14) montre que d(ω, Fo) a` la forme contracte´ suivante
O → O ←→ O
(n) (m)
;
ainsi le the´ore`me 1.4.1 est de´montre´ .
Avant d’entreprendre l’examen des significations ge´ome´triques des proprie´te´s
combinatoires associe´es aux graphes gr(ω, F ) , on va rappeler un the´ore`me de
[BG 2] qui donnera au the´ore`me 1.4.1 son inte´reˆt ge´ome´trique.
The´ore`me [BG 2] Soit G un groupe de Lie comple`tement re´soluble. Soit
Γ un re´seau cocompact dans G . On suppose que Γ\G posse`de une structure
kahlerienne (Γ\G,ω, J) , alors la classe de Kahler [ω] ∈ H2Dk(Γ\G) contient une
forme symplectique G-homoge`ne ωo avec les proprie´te´s suivantes
(i) ω0 est la projection d’une forme invariante a` gauche note´e encore ω0 ∈ Ω2ℓ(G),
[c’est la G-homoge´ne´ite´].
(ii) La restriction a` l’ide´al de´rive´ [g, g] de ω0 est une 2-forme symplectique .
Le the´ore`me 2 de [BG 2] est plus complet que celui ci-dessus. On de´duit en
fait de (ii) que l’orthogonal symplectique de [g, g] est une sous alge`bre de Lie
abe´lienne a de g . Il re´sulte des propositions 1.3.1 et 1.3.2 que g posse`de une
filtration dont le diagramme associe´ est semi-simple et semi-nilpotent.
Le the´ore`ome 1.4.1 assure que ω0 posse`de un diagramme ponde´re´ simple
O→ O←→O .
Soit G un groupe de Lie comple`tement re´soluble contenant un re´seau cocompact
Γ . Soit ω ∈ Ω2ℓ (G) une forme symplectique. On note (Γ\G,ω) la varie´te´ sym-
plectique obtenue par la projection canonique de G sur Γ\G . Graˆce au the´ore`me
[BG 2] ci-dessus on de´duit du the´ore`me 1.4.1 le
Corollaire 1.4.2. Si la varie´te´ Γ\G posse`de une structure kahlerienne dont la
forme de Kahler ω est G-homoge`ne, alors cette dernie`re posse`de un diagramme
ponde´re´ simple O→ O←→O .
Naturellement il revient au meˆme de dire que ω posse`de un graphe oriente´
gr(ω, F ) ayant un seul sommet singulier .
2. DYNAMIQUES DIFFE´RENTIABLES ET DIAGRAMMES PONDE´RE´S.
Ce §2 est consacre´ a` deux questions. L’une est de nature topologique ;
l’autre question concerne la re´ductibilite´ des “paires transitives” au sens de
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A.L. ONISHCHIK, [0N]. Dans la suite on entend par syste`mes dynamiques
diffe´rentiables les actions diffe´rentiables des groupes de Lie. Le proble`me topologique
qui nous inte´resse est celui de l’existence de feuilletages lagrangiens invari-
ants par des syste`mes dynamiques symplectiques. En situation comple`tement
re´soluble ce proble`me est en rapport avec la nature des diagrammes ponde´re´s
d(ω, F ) ou si l’on veut des graphes oriente´s associe´s, [au sens des de´finitions
1.3.3 et 1.3.4). Le proble`me de “re´ductibilite´” des paires transitives est quant a`
lui lie´ a` la nature des sommets singuliers des diagrammes ponde´re´s. Nous allons
pre´ciser ces liaisons une fois rappele´es les notions de degre´ primitif et de syme´trie
des varie´te´s homoge`nes, voir [HW] pour le cas des groupes compactes, notions
par ailleurs e´troitement lie´es aux poids des sommets singuliers des diagrammes
ponde´re´s.
2.1. Degre´s primitifs des varie´te´s homoge`nes.
Les varie´te´s conside´re´es sont diffe´rentiables de classeC∞ , connexes et de´nombrables
a` l’infini. Une varie´te´ M est dite homoge`ne quand elle posse`de un groupe de
Lie des transformations transitif. La collection constitue´e des groupes de Lie
des transformations transitifs de M sera de´signe´e par L(M) . Tout G ∈ L(M)
permet l’identification de M avec une paire (H,G) ou` H est le sous-groupe de
G stabilisateur d’un point dans M . Posons
dG(M) =
dimH
codimH + 1
d(M) = min{dG(M)}.
G ∈ L(M)
De´finition 2.1.1. Un couple (H,G) est dit quasi-primitif ( respectivement
primitif) si G ne contient aucun sous-groupe (repectivement aucun sous-groupe
distingue´) Go avec Go ∈ L(G/H)
Classiquement [HW ] on appelle degre´ de syme´trie de M le nombre entier
δ(M) = sup(dim(G)) ,
G ∈ L(M) et G est compact.
Nous allons maintenant nous restreindre a` la sous-collection R(M) ⊂ L(M)
constitue´e des groupes de Lie re´solubles. Autrement dit M est une solvarie´te´
(solvmanifolds) si R(M) n’est pas vide. Pour une e´tude de´taille´e des R(M)
lorsque M est compacte, on renvoie au panorama de L. Auslander [AL] et
a` [MO] et [MO] pour des conside´rations plus cible´es, [e.g. cohomologie ou
Homotopie des dites varie´te´s].
Les varie´te´s ayant le degre´ primitif nul sont les quotients des groupes de Lie
par leurs sous-groupes ferme´s discrets. Quand ces varie´te´s sont compactes, les
sous-groupes de Lie stabilisateurs des points de varie´te´s en question sont des
re´seaux cocompactes, [RA].
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La notion de degre´ qui est e´troitement lie´e aux notions combinatoires des nume´ros
1 et 2 est celle de degre´ relatif.
On fixe un groupe de Lie G ∈ L(M) , ou ce qui revient au meˆme une ge´ome´trie
particulie`re dans la varie´te´ M . On de´signe par LG(M) la sous-collection des
G′ ∈ L(M) avec G′ ⊂ G . La question est d’“optimiser” dans un sens a` pre´ciser
le choix de G′ dans LG(M) . Puisque pour chaque choix G′ ∈ LG(M) , M est
identifie´ a` une paire (H ′, G′) , les choix des H ′ e´tant parame´tre´s par les points
x de M ; on associera a` la paire (H ′, G′) le nombre rationnel
rG′(M) =
dimH ′
codimH ′ + 1
=
dimH ′
dimM + 1
;
ou` M est l’espace homoge`ne G′/H ′ . Ce nombre ne de´pend que de G′ ∈
LG(M) ; de sorte que pour G′ et G′′ dans LG(M) , la comparaison des paires
(H ′, G′) et (H ′′, G′′) peut en fait de´pendre des invariants topologiques ou ge´ome´triques
du couple (G,M) , (voir par [ON] pour le cas des varie´te´s riemanniennes ho-
moge`nes compactes). Notre but est de comparer (H ′, G′) et (H ′′, G′′) au moyen
des nombres rationnels rG′(M) et rG′′(M) . Posons
dG(M) = min{ dimH′codimH′ }
G′ ∈ LG(M)
De´finition 2.1.2. Le nombre rationnel dG(M) est appele´ le degre´ primitif de
(G,M).
Il est clair que si G′ et G′′ sont dans LG(M) la relation d’inclusion G′′ ⊆ G′
entraine a` dG′′(M) ≤ dG′(M) .
Exemples. a) Si une varie´te´ M posse`de une structure de groupe de lie com-
patible avec sa topologie ge´ne´rale alors d(M) = 0.
b) Si Γ est un sous-groupe discret ferme´ dans un groupe de lie connexe G alors
d(Γ\G) = 0. On a l’ine´galite´ d(M) ≤ dG(M) pour tout G ∈ L(M) .
De´fintion 2.1.3. Pour G ∈ L(M) on dit que (G,M) est quasi-primitifs si
LG(M) = {G} ; un groupe de lie G ∈ L(M) est dit non quasi-primitif si le
cardinal de LG(M) est supe´rieur a` 1.
On voit sans difficulte´ que les proprie´te´s suivantes sont e´quivalentes
(i) G ∈ L(M) est quasi-primitif ;
(ii) dG(M) = rG(M)
2.2. Re´ductibilite´ des diagrammes ponde´re´s.
De´sormais on se restreind a` la cate´gorie des groupes de Lie comple`tement
re´solubles et a` la dynamique de ces groupes dans leurs varie´te´s symplectiques
homoge`nes.
Soit G un groupe de Lie comple`tement re´soluble. Pour une forme ω ∈
Ω2ℓ(G) , on conside`re la varie´te´ symplectique (G/H,ω) ou` H est le sous-groupe
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connexe dont l’alge`bre de Lie engendre le noyau de ω . On note encore ω la
forme symplectique de G/H he´rite´e de ω ∈ Ω2ℓ(G) . Naturellement G ∈ L(M)
ou` M de´signe la varie´te´ G/H . On identifie M avec la paire (H,G) et le couple
(M,ω) avec le triplet (H,G, ω) ou (G,H, ω) .
Les notations L(M,ω) et LG(M,ω) ont un sens e´vident. On peut parler des
degre´s primitifs symplectique et de degre´ primitif relatif. Nous les de´signerons
respectivement par
d(M,ω) = min(dG
′
(M)),
G′ ∈ LG(M,ω)
dG(M,ω) = min(rG′(M)),
G′ ∈ L(M,ω)
Soit maintenent (ω, F ) ∈ Ω2ℓ(G)×F(G) et soit (Gk, Hk, ωk) le syste`me associe´.
On sait pouvoir identifier Mk avec (Gk, Hk) et (Mk, ωk) avec (Gk, Hk, ωk) . Par
abus de notations habituel ωk de´signe tout aussi bien ωk ∈ Ω2ℓ (Gk) que la forme
symplectique de Mk qui en est de´duite.
Nous allons e´tablir des liens entre les natures des sommets du graphe oriente´
gr(ω, F ) , (ou du diagramme ponde´re´ d(ω, F )) avec la primitivie´ de Gk dans
LGk (Mk, ωk) = LGk (Mk) .
Les sommets re´guliers sont en fait de deux types : Ceux de type (I) sont appele´s
des sommets hyperboliques croissants, alors que ceux de type (II) sont de type
hyperbolique de´croissante [NB 5]. De sorte que dans les coordonne´es (Gk, Hk)
avec les relations d’inclusion mises en e´vidence au nume´ro 1 les sommets re´guliers
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et singuliers sont pre´sente´s de fac¸on dynamique comme ci-dessous, (voir [NB 5]).
(15)
pour O→→
S
O→→O
pour O←→
S
O←→O
pour O→→
S
O←→O
pour O←→
S
O→→O .
La de´finition suivante est l’analogue des relations de ONISHCHIK pour les paires
riemaniennes transitives [ON].
Deux sommets Sk et Sℓ d’un graphe gr(ω, F ) sont dites e´quivalentes si les
varie´te´s Gk/Hk et Gℓ/Hℓ sont canoniquement identiques, ils sont ine´quivalents
sinon. L’expression canoniquement identiques a le sens suivant : dimGk/Hk =
dimGℓ/Hℓ et soit Gk ∈ L(Gℓ/Hℓ) soit Gℓ ∈ L(Gk/Hk) .
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Lorsque deux sommets Sk et Sℓ sont e´quivalents on a ne´cessairement l’une des
relations d’inclusion entre paires (Gk, Hk) ⊂ (Gℓ, Hℓ) ou (Gℓ, Hℓ) ⊂ (Gk, Hk) ,
(voir [O]). Lorsque (Gk, Hk) est e´quivalent a` (Gℓ, Hℓ) avec (Gk, Hk) ⊂ (Gℓ, Hℓ) ,
la paire (Gℓ, Hℓ) est re´ductible a` la paire (Gk, Hℓ) ; dans ce cas tous les sommets
situe´s entre (Gk, Hk) et (Gℓ, Hℓ) sont re´guliers de type hyperbolique croissant.
Les affirmations qui suivent sont faciles a` ve´rifier.
Proposition 2.2.1.
(i) Un sommet hyperbolique croissant est e´quivalent aux deux sommets qui lui
sont adjacents.
(ii) Un sommet hyperbolique de´croissant est non e´quivalent aux deux sommets
qui lui sont adjacents.
(iii) Un sommet singulier attractif est e´quivalent au sommet qui lui est adjacent
a` gauche.
(iv) Un sommet singulier re´pulsif est e´quivalent au sommet qui lui est adjacent
a` droite .
Nous nous proposons d’e´tablir un lien e´troit entre le degre´ primitif relatif et la
combinatoire des graphes [ou si l’on veut, des diagrammes ponde´re´s).
Soit G un groupe de Lie comple`tement re´soluble. Soit ω ∈ Ω2ℓ(G) . Soit H
le sous-groupe connexe de G dont l’alge`bre de Lie engendre le noyau de ω . La
varie´te´ symplectique (G/H,ω) est identifie´e au triplet (G,H, ω) .
The´ore`me 2.2.2. On suppose que la paire (G,H) est quasi-primitive rG(M) =
dG(M)) . Si un diagramme ponde´re´ d(ω, F ) est connexe, alors il posse`de au plus
trois sommets singuliers .
Esquisse de de´monstration.
La preuve s’appuie sur les propositions 1.3.1 et 1.3.2. En fait l’hypothe`se
dG(M) = rG(M) entraˆıne que le sommet (G,H) = S de d(ω, F ) est hyper-
bolique de´croissante a` sa gauche. Puisque d(ω, F ) est connexe il a la forme
O→ O · · ·O←→
S
O .
Soit S′ le sommet singulier le plus proche du sommet S ; ce sommet est attractif.
Si d(ω, F ) est simple alors S′ est l’unique sommet singulier de d(ω, F ) . on de´duit
que d(ω, F ) posse`de un seul sommet singulier.
Si ce n’est pas le cas la varie´te´ symplectique M ′ de´finie par le sommet singulier
S′ est de dimension > 0 . La proposition 1.3.2 assure que le sommet S′ est
e´quivalent a` un sommet singulier S′′ qui est nilpotent et re´pulsif. La connexite´
de d(ω, F ) joints a` la proposition 1.3.1 entraˆıne qu’il existe un et un seul sommet
singulier S′′′ a` gauche de S′′ . Cela ache`ve la de´monstration du the´ore`me .
Remarque 2.2.3. Du theore`me 2.2.2 on de´duit qu’en fait un diagramme connexe
posse`de au plus quatre sommets singuliers. Avec la convention de contraction
sommets hyperboliques voici les seuls mode`les des diagrammes connexes
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(α)
O→ O←→O → O←→O → O
(m1)(n1)(m2)(n2)(m3)
associe´ au graphe
O → O ← O → O ← O → O
ց ւ ց ւ ց ւ
O O O
(β)
O→ O←→O → O←→O
(m1)(n1)(m2)(n2)
associe´ au graphe
O → O ← O → O ← O
ց ւ ց ւ ↓
O O O
(γ)
O → O←→O → O
(m1)(n1)(m2)
associe´ au graphe
O → O ← O → O
ց ւ ց ւ
O O
(δ)
O → O←→O
(m1)(n1)
associe´ au graphe
O → O ← O
ց ւ ↓
O O
Il faut comprendre l’association de diagramme au graphe ci-dessus de la fac¸on
qui suit.
(α) le diagramme posse`de quatre sommets singuliers; tous les sommets re´guliers
compris entre deux sommets singuliers conse´cutifs sont deux a` deux e´quivalents,
ces sommets re´guliers sont re´partis en trois classes d’e´quivalence dont chacune
contient plusieurs sommets re´guliers.
(β) Le diagramme posse`de deux sommets singuliers ; il y a trois classes d’e´quivalence
de sommet re´gulier; la classe situe´e a` l’extreˆme droite contient un seul sommet
re´gulier.
(γ) Le diagramme posse`de deux sommets singuliers et il y a deux classes de
sommet re´gulier dont chacune contient plusieurs sommets re´guliers.
(δ) Le diagramme posse`de un seul sommet singulier, il y a deux classes d’e´quivalence
de sommet re´gulier, la classe situe´e a` l’extreˆme droite contient un seul sommet
re´gulier.
Les cas (α) et (γ) sont des diagrammes et graphes des paires non quasi-primitives
les cas (β) et (γ) sont ceux des paires quasi-primitives. De plus (γ) est simple
2.3. Sommets singuliers et feuilletages invariants.
Soit (M,ω) une varie´te´ symplectique homoge`ne et L(M,ω) la collection de
ses dynamiques diffe´rentiables. Supposons que L(M,ω) contient un groupe de
Lie comple`tement re´soluble G . On sait que chaque choix d’un point x dans
M donne lieu a` l’identification de M avec une paire (G,H) et de (M,ω) avec
un triplet (G,H, ω) . A chaque F ∈ F(G) correspond les objets combinatoires
gr(ω, F ) et d(ω, F ) ayant pour sommet extre´mal (G,H) = S .
Nous allons montrer qu’en fait les poids des sommets re´pulsifs des d(ω, F ) con-
stituent des obstructions a` l’existence de feuilletages lagrangiens invariants par
G .
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2.3.0. Simplicite´ des graphes gr(ω, F ) et feuilletages lagrangiens.
Les donne´es (M,ω), G ∈ L(M,ω) sont comme ci-dessus, vizG est comple`tement
re´soluble. On identifie M et (M,ω) avec (G,H) et (G,H, ω) respectivement.
Nous conservons l’abus d’e´criture convenu, viz ω est l’image inverse de la forme
symplectique de (M,ω) par l’identification G/H ∼M .
On sait construire dans M d’autres ge´ome´tries lie´es a` (M,ω) . E.g :
(i) Feuilletages lagrangiens, [NB 1].
(ii) Structures bilagrangiennes, [NB 5].
(iii) Structures ka¨hleriennes affinement plates [NB 4].
En ge´ne´ral ces structures ne sont pas des invariants de la dynamique donne´e
G ∈ L(M,ω) , bien que celle-ci joue un grand roˆle dans leur construction, [NB
5]. A l’oppose´ de la dernie`re remarque, il arrive que l’existence seule d’un
certain type de dynamique G ∈ L(M) ait des conse´quences spectaculaires sur
la ge´ome´trie globale de la varie´te´ M . Les the´ore`mes de [BG 1] et de Dusa Mc
Duff, [Mc D] en sont des exemples frappants. La conjecture des tores plats est
l’un des motivations de ce travail .
Ci-dessous un premier re´sultat qui lie la simplicite´ des gr(ω, F ) aux feuilletages
lagrangiens invariants. On va commencer par fixer quelques identifications com-
binatoires.
Soit G un groupe de Lie comple`tement re´soluble. Fixons une 2-forme ω ∈
Ω2ℓ(G) . Conside´rons deux se´ries de compositions F et F
′ dans F(G) . Nous
allons choisir des e´le´ments de comparaison de gr(ω, F ) a` gr(ω, F ′) et de d(ω, F )
a` d(ω, F ′) respectivement. Si on fait abstraction de sous-groupes composant F
et F ′ les graphes (resp. les diagrammes) associe´s a` (ω, F ) et a` (ω, F ′) peuvent
pre´senter des configurations ge´ome´triques ou combinatoires identiques. Nous
allons nous inte´resser aux sommets singuliers.
De´finition 2.3.1. Deux graphes gr(ω, F ) et gr(ω, F ′) [resp. deux diagrammes
ponde´re´s d(ω, F ) et d(ω, F ′)) sont dits e´quivalents si et seulement s’ils ont des
sommets singuliers identiques.
Remarque 2.3.2.
Avec la convention de contraction des sommets re´guliers adapte´e deux graphes
distincts peuvent donner lieu au meˆme diagramme contracte´. Ainsi aller des
classes d’isomorphisme des alge`bres de Lie semi-simples sur un corps alge´briquement
clos a` l’unique diagramme de Dynkin associe´ est l’analogue de passage des
classes d’e´quivalence des graphes gr(ω, F ) , F ∈ F(G) aux diagrammes con-
tracte´s .
On notera que les multiplicite´s des arreˆtes ( ou sommets) hyperboliques des
diagrammes contracte´s permet de distinguer les graphes simples; par exemple
le diagramme
O →
(1)
S
O ←→
(1)
O
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correspond a` une surface oriente´e; son graphe est distinct de celui du diagramme
O →
(2)
O ←→
(2)
O
qui correspond a` une varie´te´ symplectique de dimension 4. Par conse´quent
l’expression “diagramme contracte´” s’entendra toujours multiplicite´s des som-
mets re´guliers comprises meˆme si on omet volontairement de les expliciter.
Les notations G,ω, (M,ω) = (G,H, ω) sont celles fixe´es dans les sections et
sous-sections pre´ce´dentes.
The´ore`me 2.3.3. Il y a correspondance bijective entre les classes d’e´quivalence
des graphes oriente´s simples gr(ω, F ) dans {gr(ω, F )/F ∈ F(G)} et les feuil-
letages lagrangiens dans (M,ω) qui sont invariants par G
De´monstration. Soit gr(ω, F ) un graphe oriente´ simple. Si 2m est la dimension
de G/H le diagramme d(ω, F ) posse`de exactement m sommet hyperboliques
de´croissants et un seul sommet singulier attractif S . Il a la forme contracte´e
O→ O←→O .
Le sommet singulier S a pour coordonne´es la paire S = (Gm+ℓ, H) ou` dimH =
ℓ . Bien entendu on a H ⊂ Gm+ℓ et i∗m+ℓω = 0 . Le feuilletage de G par les
classes a` droite γGm+ℓ est invariant par les translations a` gauche dans G et est
projete´ en un feuilletage lagrangien dans (M,ω) . Le feuilletage ainsi obtenu est
invariant par l’action de G dans (M,ω) ; il ne de´pend d’autre part que de la
classe d’e´quivalence de gr(ω, F )
Re´ciproquement, supposons que l’on ait dans (M,ω) un feuilletage lagrangien L
qui est invariant par G . Soit x0 ∈M un point dont le sous-groupe stabilisateur
est H . Notons π la projection orbitale γ 7→ γx0 et L′ = π−1(L) ; ce dernier est
un feuiletage invariant par les translations a` gauche dans G . La feuille L′(e) de
L′ qui contient l’e´le´ment neutre est un sous-groupe de G de dimension m + ℓ
et contenant H . Puisque G est comple`tement re´soluble, il re´sulte du classique
deuxie`me the´ore`me de Lie que l’on a un F ∈ F(G) tel que la feuille L′(e) soit
un sommet du graphe gr(ω, F ) .
Puisque H est inclus dans L′(e) et que i∗
L′(e)ω = 0 , L
′(e) est l’unique sommet
singulier de d(ω, F ) . Cela assure la simplicite´ de d(ω, F ) . Soit F ′ ∈ F(G) con-
tenant le sous-groupe L′(e) . L’inclusion H ⊂ L′(e) entraˆıne que L′(e) est le seul
sommet singulier de d(ω, F ′) , de sorte que F ′ est dans la classe d’e´quivalence
de F . Cela termine la de´monstration du the´ore`me 2.3.3 .
Corollaire 2.3.4. Si ω ∈ Ω2ℓ(G) posse`de un diagramme semi-simple d(ω, F )
qui est semi-nilpotent, alors (M,ω) posse`de un feuilletage lagrangien invariant
par G .
Preuve. Le the´ore`me 1.4.1 permet de de´former d(ω, F ) en un diagramme simple
d(ω, F ′)
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Un des re´sultats clefs de ce travail se de´montre en conjugant le the´ore`me 2.3.3
ci-dessus et le the´ore`me 2 de BENSON–GORDON dans [BG 2]. Voici le re´sultat
clef en question.
The´ore`me 2.3.5. Soit G un groupe de Lie comple`tement re´soluble contenant
un re´seau cocompact Γ . On suppose que la varie´te´ compacte Γ\G posse`de une
me´trique Kahlerienne de classe de Ka¨hler [α] ∈ H2DR(Γ\G) . Alors toute forme
ω ∈ Ω2ℓ(G) ∩ [α] posse`de un diagramme ponde´re´ simple d(ω, F )
Esquisse de de´monstration. On commence par identifier Ωℓ(G) avec Λ (g
∗) =
l’alge`bre exte´rieure du dual g∗ de l’alge`bre g de G . la suite spectrale de Hattori
assure que [α] ∩Ω2ℓ(G) n’est pas vide, [HA]. Tout ω ∈ [α] ∩Ω2ℓ(G) est symplec-
tique. Soit DG le sous-groupe des commutateurs de G . D’apre`s le the´ore`me 2
de [BG 2] si F ∈ F(G) contient DG alors DG est un sommet singulier re´pulsif
de poids nul. Le the´ore`me 1.4.1 s’applique a` cette situation. Par conse´quent ω
posse`de un diagramme simple .
Remarque 2.3.6. La 2-forme ω ∈ [α] ∩ Ω2ℓ(G) est une forme symplectique. Le
the´ore`me 2.3.3 assure que (G,ω) posse`de un feuilletage lagrangien invariant par
les translations a` gauche. Ce feuilletage se projette en un feuilletage de Γ\G .
En ge´ne´ral on n’obtient pas ainsi un feuilletage lagrangien pour (Γ\G,α) . Si
la classe de Ka¨hler [α] est G-homoge`ne, i.e α se rele`ve dans G en une forme
invariante a` gauche, on aura le re´sultat suivant
Corollaire 2.3.7 Les donne´es G,Γ sont comme dans le the´ore`me 2.3.5. Si Γ\G
posse`de une structure Ka¨lerienne (Γ\G,α, J) dont la forme de Ka¨hler α est
G-homoge`ne, alors (Γ\G,α) posse`de un feuilletage lagrangien .
La section suivante est domine´ par des conside´rations topologico-ge´ome´triques
lie´es a` la conjecture des tores plats dont voici l’e´nonce´:
Conjecture: Soit Γ un re´seau cocompact dans le groupe de lie comple`tement
resoluble G. Si la varie´te´ Γ\G posse`de une me´trique de kahler alors elle est
diffe´omorphisme au tore plat.
[NB6] est consacre´ partiellement a` cette conjecture .
3. GE´OME´TRIE DES FORMES FERME´ES.
Cette section est consacre´e aux rappels des notions de ge´ome´trie affine qui
seront utiles pour une de´monstration de la conjecture des tores plats. Certains
e´nonce´s sont une ree´criture adapte´e a` nos objectifs actuels des re´sultats contenus
dans les [NB j], j = 1, 4, 5.
Rappelons quelques de´finitions utiles dans la suite.
Soit (M,ω) une structure symplectique dans la varie´te´ M .
De´finition 3.0.1. Une structure bilagrangienne dans (M,ω) consiste en deux
feuilletages lagrangiens F et F ′ qui sont partout transverses .
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Soit G un groupe de Lie comple`tement re´soluble. Soit ω une 2-forme ferme´e
invariante a` gauche dans G . Soit H le sous-groupe de Lie connexe de G dont
l’alge`bre de Lie engendre le noyau de ω . Soit (M,ω) la varie´te´ symplectique
de´finie par (G,H, ω) . On suppose une fois pour toutes que ω posse`de un di-
agramme simple d(ω, F ) , dont l’unique sommet singulier est note´ S . Posons
2m = dimM et ℓ = dimH . Les coordonne´es de S sont la paire (Gm+ℓ, Hm+ℓ) .
Le sous-groupe Gm+ℓ contient les sous-groupes Hk des sommets Sk = (Gk, Hk)
pour m + ℓ < k . Le sous-groupe Gm+ℓ engendre dans Gk le feuilletage par les
classes gGm+ℓ , g ∈ Gk , m+ ℓ < k .
On va calquer les me´thodes mises au point dans les travaux ante´rieurs pour
construire dans chaqueMk une structure bilagrangienne dont un des feuilletages
est engendre´ par Gm+ℓ comme de´crit ci-dessus. (voir [NB 5] par exemple). Pour
cela on va montrer qu’il y a une relation inte´ressante entre Mk et Mk+1 .
3.1. Mk comme “M.W–re´duction” de Mk+1 .
Le but de ce nume´ro 3.1 est de montrer que Mk peut eˆtre construite comme
re´duction de MARSDEN–WEINSTEIN deMk+1 . Conside´rons le graphe gr(ω, F )
re´duit a` la portion portant les sommets Gk et Gk+1
← Hk ← Hk+1 ←
↓ ↓
→ Gk → Gk+1 →
↓ ↓
← Mk ← Mk+1 ← ·
En posant Mk+1 = Gk/Hk+1 on obtient le diagramme commutatif
(16)
Mk+1
i
→֒ Mk+1
↓ π
Mk ·
Les formes symplectiques des varie´te´s symplectiques (Mk, ωk) sont lie´es par
π∗ωk = i
∗ωk+1 . Par ailleurs il est facile de ve´rifier que Hk+1 est un sous-groupe
de Lie distingue´ de Hk et que sa codimension ibidem est 1. Soit {exp tζ, t ∈ IR}
un sous-groupe a` un parame`tre dans Hk tel que Hk est produit semi-direct de
{exp tζ, t ∈ IR} par Hk+1 . Le champ de vecteurs ζ donne lieu a` un champ des
vecteurs dans Mk+1 qui est invariant par Gk+1 .
Conside´rons maintenant le champ localement hamiltonien ζ˜ de´fini par
ζ˜(x) =
d
dt
[exp tζ · x]t=0 .
Naturellement ce champ est partout tangent au feuilletage de Mk+1 par les
hypersurfaces γ ·Mk+1, γ ∈ Gk+1 .
Nos hypothe`ses ge´ne´rales sur la connexite´ et la simple connexite´ des groupes
de Lie conside´re´s entraˆınent la simple connexite´ des Mk . La forme i
(
ζ˜
)
ωk+1
posse`de donc une primitive µζ . Il en re´sulte que l’action de {exp tζ, t ∈ IR} dans
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Mk+1 est hamiltonienne. L’application moment µ : Mk+1 7→ IR e´tant de´finie
par
〈µ(x), ζ〉 = µζ(x) .
Il est clair qu’en restriction a` la sous-varie´te´ Mk+1 la forme i
(
ζ˜
)
ωk+1 est
identiquement nulle. Cela montre que Mk+1 est une surface de niveau de
l’application moment. Comme les orbites de {exp tζ, t ∈ IR} dans Mk+1 ne
sont pas autre chose que les feuilles du noyau de i∗ωk+1 = π
∗ωk la varie´te´
re´duite est la varie´te´ Mk
La non e´quivalence de deux sommets adjacents de d(ω, F ) a un contenu ge´ome´tri-
que. Ainsi dans la portion de d(ω, F ) constitue´e des sommets hyperboliques
de´croissants
→
S′
O ←→
S
O →
la varie´te´ symplectique associe´e a` S′ se de´duit de celle associe´e au sommet adja-
cent S par re´duction de l’espace des phases suivant la proce´dure de MARSDEN-
WEINSTEIN, [M W] . Comme conse´quence de ces relations entre des sommets
non e´quivalents, nous allons partir d’objets ge´ome´triques dans Mk pour con-
struire des analogues dans Mk+1 .
Rappelons que les Mk de (16) sont de´duites du diagramme ponde´re´ simple
d(ω, F ) . Soit Lk le feuilletage lagrangien de (Mk, ωk) engendre´ par le sous-
groupe Gm+ℓ . Naturellement Lk+1 et Lk sont compatibles dans le sens suivant
:
(a) On observe que les feuilles de Lk+1 passant par les points de Mk+1 sont
tout entie`res contenues dans Mk+1 .
(b) Les composantes connexes des images inverses par π;Mk+1 7→ Mk des
feuilles de Lk sont des feuilles de Lk+1 .
The´ore`me [NB 5]. On suppose que Mk porte un deuxie`me feuilletage la-
grangien Nk transverse a` Lk . Alors Mk+1 porte aussi un deuxie`me feuilletage
lagrangien Nk+1 transverse a` Lk+1 et compatible avec Nk dans le sens suivant :
les composantes des traces dansMk+1 des feuilles de Nk+1 sont des reveˆtements
des feuilles de Nk
Esquisse de la de´monstration. On va se restreindre a` de´crire les e´tapes de la
de´monstration de fac¸on a` ce que le lecteur puisse e´ventuellement ve´rifier les
de´tails sans difficulte´s violentes.
1e`re e´tape. On choisit un sous-groupe a` un parame`tre {exp tξ, t ∈ IR} ⊂ Gk+1
tel que Gk+1 = Gk×{exp tξ, t ∈ IR} le champ de vecteurs hamiltonien ξ˜ est sans
point fixe dans Mk+1 . Le syste`me diffe´rentiel i
(
ξ˜
)
ωk+1 = 0 est comple`tement
inte´grable. On de´signe par Gk le feuilletage deMk+1 par les γ ·Mk+1, γ ∈ Gk+1 .
L’intersection de Gk avec “i
(
ξ˜
)
ωk+1 = 0” est un feuilletage de codimension 2
dans Mk+1 subordonne´ a` Gk
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2e`me e´tape. On conside`re le feuilletage de Mk+1 par les feuilles de Gk ∩[
i
(
ξ˜
)
= 0
]
. On note D la distribution tangente ce feuilletage de Mk+1 ; D est
horizontal pour la projection π :Mk+1 7→ Mk dans le sens suivant : dπ envoie
bijectivement Dy sur Tπ(y)Mk . Il existe dans D une sous-distribution Dk qui est
projete´e par π sur Nk . Ainsi les feuilles de Dk sont des reveˆtements des feuilles
de Nk . Evidemment Dk est transverse a` Lk+1 dans Mk+1 .
3e`me e´tape. On observe que le champ de vecteurs ξ˜ est sans ze´ro dans Mk+1
il de´finit donc un feuilletage par des courbes re´gulie`res. De plus chaque courbe
inte´grale de ξ˜ est une transversale pour le feuilletage Gk de Mk+1 . On peut
donc construire un “feuilletage re´gle´” de Mk+1 par glissement des feuilles de
Dk le long des courbes inte´grales de ξ˜ . Plus pre´cise´ment si N(x) est une feuille
de Dk passant par x ∈ Mk+1 alors on de´signe par Nk+1(x) la sous-varie´te´ de
Mk+1 de´finie par Nk+1(x) = {exp tξ · (N(x)), t ∈ IR} = ∪
t ∈ IR
(exp tξ)(N(x)) .
C’est une sous-varie´te´ connexe de dimension = 12 dimMk+1 , de plus Nk+1(x)
est lagrangien.
4e`me e´tape. Il est facile de voir que si N(x) ∩N(x′) est vide, alors il en sera
de meˆme de Nk+1(x) ∩ Nk+1(x′) et que Mk+1 est re´union des Nk+1(x) .
Pour terminer on observera que le feuilletage Nk+1 ainsi construit est partout
transverse a` Lk+1 et posse`de la proprie´te´ de compatibilite´ avec Nk qui est at-
tendue. Ici se termine la de´monstration du the´ore`me [NB 5]
Maintenant il est facile de montrer que celle des varie´te´s (Mk, ωk) qui est de
dimension 2 posse`de une structure bilagrangienne dont l’un des deux feuilletages
est engendre´ par Gm+ℓ . Le the´ore`me [NB 5] ci-dessus assure qu’il est de meˆme
dans chacune des (Mk, ωk)
3.2. Structures bilagrangiennes affines [NB 1], [NB 5], [HH].
Lorsque la varie´te´ symplectique (M,ω) posse`de deux feuilletages lagrangiens
transverses D1 et D2 il existe une unique connexion line´aire D satisfaisant les
conditions suivantes
(i) Le tenseur de torsion de D est nul ;
(ii) Dω = 0 ;
(iii) Pour tout champ de vecteurs tangent X, DX (Dj) ⊂ Dj , j = 1, 2 .
Voici l’expression de D . Pour deux champs de vecteurs X et Y on de´finit DoXY
en posant
i (DoXY )ω = LXi(Y )ω .
Posons maintenant X = (X1, X2) ∈ D1 ×D2 ; l’expression de DXY est :
(17) D(X1,X2) (Y1, Y2) =
(
DoX1Y1 + [X2, Y1]1 , D
o
X2
Y2 + [X1, Y2]2
)
.
([X,Y ]j signifie la Dj -composante de [X,Y ] , j = 1, 2).
En ge´ne´ral le tenseur de courbure de D est non nul .
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The´ore`me [HH]. Les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(i) Le tenseur de courbure de D est nul.
(ii) Dans un voisinage de tout point il existe des coordonne´es de Darboux
(q1, ..., qm, p1, ..., pm) telle que les qj sont des inte´grales premie`res de D1 et les
pj sont des inte´grales premie`res de D2
Dans [NB 4] on a prouve´ une version plus forte du the´ore`me de HESS ci-dessus.
Avant d’eˆtre plus pre´cis retournons quelques instants a` la situation du dia-
gramme (16) :
Hk ← Hk+1
↓ ↓
Gk → Gk+1
↓ ↓
Mk+1
i
→֒ Mk−1
↓ π
Mk ·
On e´crit comme pre´ce´demment Hk sous la forme de produit semi-direct
Hk = Hk+1 × {exp tξ, t ∈ IR} .
Soit xo ∈ Mk+1 le point image de Hk+1 par la projection canonique de Gk+1
sur Mk+1 . Posons ζo =
d
dt
exp tζ · (xo)|t=0 . On de´finit pour tout x ∈Mk+1
ζ(x) = dγxo (ζo)
ou` γ est un e´le´ment de Gk+1 tel que x = γ (xo) . Le champ des vecteurs tangents
x 7→ ζ(x) est bien de´fini, sans point fixe et invariant par Gk+1 . Le champ ζ est
tangent a` Mk+1 et engendre le noyau de π∗ωk = i∗ωk+1 .
Posons aussi
Gk+1 = Gk × {exp tξ, t ∈ IR}
Le champ hamiltonien x 7→ ξ˜(x) de´duit de l’action de {exp tξ, t ∈ IR} dans
Mk+1 est sans ze´ro. La fonction
x 7→ ωx
(
ξ˜, ζ
)
est partout non nulle.
On de´finit le champ de vecteur coline´aire a` ζ, ζˆ , en posant en x ∈Mk+1
ζˆ(x) =
1
ωx
(
ξ˜, ζ
)ζ(x) .
Lemme ([NB j], j = 4,5). Le champ ζˆ est hamiltonien.
Le lemme ci-dessus intervient dans la preuve du the´ore`me suivant.
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The´ore`me [NB 4]. On se place dans les conditions de (16) et on admet que
(Mk, ωk) et (Mk+1, ωk+1) posse`dent des structures bilagrangiennes (Lk,Nk) et
(Lk+1,Nk+1) qui sont compatibles et dont Lk et Lk+1 sont engendre´s par Gm+ℓ .
(i) On suppose que dans un voisinage de chaque y ∈Mk il existe un syste`me de
coordonne´es de Darboux (q1, ..., qm, p1, ..., pm) ve´rifiant les conditions de HESS
c’est a` dire : les feuilles de Lk sont de´finies par qj = cte et celles de Nk par
pj = cte .
(ii) On suppose en outre que si (q′1, ..., q
′
m, p
′
1, ..., p
′
m) est un autre syste`me des
coordonne´es de Darboux qui ve´rifie (i), la matrice jacobienne
D(q′1,...,q
′
m)
D(q1,...,qm)
est
constante et appartient au groupe orthogonal O(m) . Alors les meˆmes conclu-
sions (i) et (ii) valent dans un voisinage de tout point x ∈ Mk+1 pour la paire
(Lk+1,Nk+1) .
Esquisse de preuve.
1◦) Il suffit de prouver le the´ore`me pour les points x de Mk+1 .
1e`re e´tape. On fixe un voisinage U de x ∈ Mk+1 dont l’image par π :Mk+1 7→
Mk est un ouvert domaine de coordonne´es de Darboux (q1, ..., qm, p1, ..., pm)
ve´rifiant (i) et (ii). On remonte les fonctions qj et pj dans l’ouvert U .
On obtient ainsi dans U 2m fonctions q˜1, ..., q˜m, p˜1, ..., p˜m . Pour ε > 0 assez
petit ∪
|t| < ε
exp(tξ) · U est un voisinage de x dans Mk+1 .
On prolonge les fonctions q˜j et p˜j dans Uε = ∪
|t| < ε
exp(tξ) · ∪ en posant
q˜j((exp tξ).y) = q˜j(y) pour y ∈ U,
p˜j((exp tξ).y) = p˜j(y).
Quitte a` “diminuer” Uξ , on peut y trouver deux fonctions diffe´rentiables
qm+1 et pm+1 ve´rifiant
i
(
ζˆ
)
ωk+1 = dqm+1 et i
(
ξ˜
)
ωk+1 = dpm+1
Puisque ω
(
ξ˜, ζˆ
)
= 1 , le syste`me des coordonne´es locales
(q˜1, ..., q˜m, qm+1, p˜1, ..., p˜m, pm+1)
ve´rifie (i). Naturellement les syste`mes des coordonne´es dans Mk+1 obtenus
comme ci-dessus ve´rifient les conditions (i) et (ii) .
Il est facile de voir que celles de (Mk, ωk) qui est de dimension 2 posse`de un atlas
de Darboux ve´rifiant les conclusions (i) et (ii) du the´ore`me ci-dessus. Il suffit
pour cela de prendre des applications moment des actions de ζˆ et de ξ˜ respec-
tivement. On de´duit du the´ore`me [NB 4] ci-dessus que la varie´te´ symplectique
(M,ω) d’ou` se de´duisent les (Mk, ωk) par re´duction symplectiques successives
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posse`de un atlas de Darboux ve´rifiant les conditions (i), (ii) pour la structure
bilagrangienne (L,N )
Remarques 3.2.1. (a) En vertu du the´ore`me de HESS la lcondition (i) e´quivaut
a` la nullite´ du tenseur de courbure de la connexion de´finie dans l’expression
(17).
(b) La condition (ii) de changement de coordonne´es locales montre que les fonc-
tions a` valeurs complexes
zj = qj +
√−1pj
satisfont l’e´quation de Cauchy–Riemann. Elles de´finissent par conse´quent une
structure de varie´te´ analytique complexe dans Mk .
(c) On de´duit e´galement de la conditions (ii) que les formes hermitiennes locales
h =
∑
j
dzjdz¯j
satisfont la condition de recollement. Autrement dit, sur l’intersection des do-
maines de de´fnition des zj et des z
′
j on a
∑
j
dzjdz¯j =
∑
dz′jdz¯
′
j .
Par conse´quent les Mk sont des varie´te´s kahleriennes. De plus les structures
kahleriennes de Mk et de Mk+1 sont compatibles dans le sens suivant : si
(z1...zm) sont des coordonne´es locales holomorphes de Mk , alors leurs images
inverses π∗zj sont des restrictions a` Mk+1 des fonctions analytiques complexes
locales de´finies dans Mk+1 .
(d) On montre en outre que la connexion line´aire D de´finie dans (17) est la
connexion de Levi–Civita de Mk munie de la structure ka¨hlerienne ci-dessus .
Nous allons donner un condense´ des re´sultats mis en e´vidence ci-dessus sous la
forme suivante.
The´ore`me 3.2.2. Soit ω ∈ Ω2ℓ (G) ;H est le sous-groupe de Lie connexe de G
dont l’alge`bre de Lie engendre le noyau de ω ; (M,ω) est la varie´te´ symplectique
G-homoge`ne de´termine´e par le triplet (G,H, ω) . On suppose que la forme ω
posse`de un diagramme simple d(ω, F ) . Alors la varie´te´ symplectique (M,ω)
posse`de une structure kahlerienne affinement plate (M,ω, J) et un feuilletage
lagrangien L dont les feuilles sont des sous-varie´te´s totalement re´elles de la
varie´te´ analytique complexe (M,J)
Remarques 3.2.3. (a) La structure Kahlerienne (M,ω, J) est celle de´termine´e
par une structure bilagrangienne (L,N ) et la structure affine de M est celle
de´finie par la connexion localement D du couple (L,N ) suivant l’expression
(17).
(b) Le the´ore`me 3.2.2 dit que D est la connexion de Levi-Civita de la me´trique
riemannienne gJ de´finie par gJ(u, v) = ω(Ju, v)
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La connexion line´aireD pre´serve L et N d’une part et d’autre part on a DJ = 0
et Dω = 0 . Ainsi du point de la ge´ome´trie riemannienne de (M, gJ) les feuilles
de L (resp. de N ) sont des sous-varie´te´s totalement ge´ode´siques.
(c) Du point de vue de la ge´ome´trie affine du couple (M,D) les feuilles de L
(resp. de N ) sont les sous-varie´te´s affines .
(d) On observe que des structures mises en e´vidence dans M les seules visible-
ment G-homoge`nes sont la varie´te´ symplectique (M,ω) et la varie´te´ feuillete´e
(M,L) .
(e) Enfin puisque Dω = 0 l’holonomie line´aire de D est un sous-groupe discret
de SL(m, IR) , m = dimM . On sait que dans le cas des varie´tre´s compactes la
comple´tude deD est conjecture´e eˆtre intimement lie´e a` cette inclusion du groupe
d’holonomie line´aire dans SL(m, IR), [FGH], c’est la conjecture de MARKUS.
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